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До теорії структурної задачі гравіметрії в комплексній площині 
(Представлено академіком НАН України В.І. Старостенком) 


Досліджено нове нелінійне інтегральне рівняння для контактної задачі у комплексній площині, яке 
залежить лише від одного параметра, густини тяжіючого шару. Доведені локальні теореми єдиності, 
існування та стійкості його розв'язку на деякій компактній множині. 


При вивченні шаруватих структур введемо клас Нумерова Ми-е(ст П) - 5..(Р)х са) в) ) 
як декартовий добуток множини 5,,, (р) обмежених і (майже всюди) локально інтегрованих 
функцій, що описують густину о0- сх, у), (х, у) є р мас в області Др с КО) площини 
В «вх В та сукупності ср) Кк - 0,1...) О0«ахсі функцій у- 20), х є В), не- 
перевних (за Гельдером) з їхніми похідними до К-го порядку включно з показником ай, що 
описують контакти різнорідних шарів зі смуги Па 1», у): -о«хаю; «С (х) х т де й, - 
обмежена стала. Надалі символами Ми'о(1, П) і Ми'9(с, П) позначимо класи відповідно 
сталих і змінних густин утворень в 0. 

Розглянемо структурну задачу гравіметрії в комплексній площині с ах кіу. У роботі |1| 
така задача була редукована до розв'язання на класі Мий «і, п) нелінійного інтегрального 
рівняння типу Урисона, що має такий вигляд: 

275, 1 | 5-5 Но. во 
2 2л гг, Же 
де ца)- С(2)/ ліс - калібрована напруга С(2) поля логарифмічного потенціалу тяжіння 
0) 1 аа :90(5) 
да 2 дх ду 


го шару; 5, -ХЧІіС (х), 5ззсдчіб (2) - відповідно фіксована точка контура ОР і точка, що 





І (2 ), де С() ) 7 - гравітаційна стала; є - густина активно- 


його пробігає, а 5, «х- іс (х), у збій (2) - спряжені з ними точки. Перетворимо наведене 
рівняння до зручнішого для дослідження за допомогою наступного твердження. 

Лема. Якщо контур ОО: у-с (х), х є В належить до класу Ми"о1, П) неперервно 
диференційованих (за Гельдером) функцій, то 


1 | аз є єр», 
лів Її -1і сєр 
де В" - область над кривою ОР ,а Р -область під кривою ОР. 
Доведення леми елементарне 1 засноване на обчисленні відповідного криволінійного ін- 





теграла від аналітичної функції / (з) -М (з - 1) у незамкнутій області ПД" Ма) (або в області 
Р 42) з виколотою точкою 7. 
На підставі леми це нелінійне інтегральне рівняння можна переписати в такому вигляді: 


о І - 
- (зо чо - 45 -м(г) 





й (1) 
Теорема 1. Якщо контур ОД: у-сб Сх); х є В належить класу Нумерова Ми, П), 


тобто задовольняє вимоги Їх (о 7 То ЦЕ сят, т, М «о, то оператор прямої задачі 








Б 1 
Є обмеженим, неперервним ї компактним оператором на св! 7) Й 


Доведення обмеженості оператора з посиланням на лему не становить труднощів. Для 
доведення його неперервності розглянемо різницю 





1 5-5. 1 г5-5 
А :2)- А|0:2)- -2і - а. 
(яр) со вно Ре оо ДЕ 
і врахуємо, що 5 -Єчід чіпоячіт, др": у«С(х)чнт(х), х є В; п(х) - достатньо мала 
варіація С (х) в тому сенсі, що л(х) для довільного числа є » 0 підпорядковується вимогам 


|р(х)| а ПО со) є (со) - 0. Звідси неважко вивести рівність 


Ме тра) за) є ЗОЇ є те/2, 


яка засвідчує неперервність оператора ИТГа ,2) вс (кб) через те, що число є » 0 довільне. 
Для доведення компактності (повної неперервності) оператора УТГа ,2) покажемо, що 
він переводить довільну обмежену множину неперервно диференційованих функцій, зокрема 
клас Ми"9(1, П), в компактну (за метрикою С (в) множину функцій ц(2) - А(42)є У(). 
Досить послатися на обмеженість оператора 1 лему, щоб отримати нерівність 
ЇМ2)| лі з (2 с З ЗМ. , з якої випливатиме рівномірна обмеженість множини У(А). Її одно- 


стайна неперервність доводиться так. Для точок 2,, К - 12, що підпорядковуються нерів- 
ності РА - 74| « є для довільного числа є » 0, матимемо 


Ма) мо) Ак) оно ДАВ 


Злі ; 








Цю різницю з посиланням на близькість точок 2,, Кк - 2, та належність функції 0 (х) до 
класу Мми"З(1, П) можна оцінити таким чином: 


5-5 


(ма) - (а, и є 2С(х є - ; ба ГЕ -) аз| « є«(дт-к 1/2). 





Одержана нерівність означає, що множина И(А) функцій (2) є одностайно неперерв- 
ною. За відомою теоремою Арцела (2), множина У(4) є компактною, а оператор А(22) - 
цілком неперервним (компактним) у метриці простору неперервних функцій. 

Оскільки оператор ИТГа :2) неперервний, принаймні, на класі Ми'(1, п), то щонаймен- 
ше тільки на цьому класі потрібно відшукувати розв'язки рівняння (1) для вхідних даних з 
просторів св) або Ів) Жеее 12, 

Теорема 2 (єдиності). Розв'язок нелінійного інтегрального рівняння (1), якщо він існує, 
єдиний на множині Ми, П) неперервно диференційованих функцій. 

Дійсно, однорідне нелінійне рівняння 


ПІРИР А РЕ рАРРИ о) 


ліво 





на множині Ми (1, П) має тільки тривіальний розв'язок. У цьому нас переконує суперечли- 
ва нерівність 





- 1 г5-5 1 4411 аз 1 е 
мета Пн) езвняь Пеєзрн 


яка виводиться на основі леми. 
Отже, однорідне рівняння (2) має тільки тривіальний розв'язок, а рівняння (1), якщо має 
розв'язок, то він однозначно визначається на класі МиЧЗ1, п). 


Оскільки довільну функцію 0 (х) з множини Мие1, П) можна подати у вигляді 
с(х)- со) | е"(Оаї, 
0 


очевидно, що множина функцій ми"З(1, П) рівномірно обмежена і одностайно неперервна, 


тобто є компактною множиною функцій. 

Теорема 3 (існування). Процес послідовних наближень 

Е 1 50-50 3 
зн) - хо зо -уутія - и), п «01,2... ; 80) - 50) - (2) 
Злі " 5-7 
аб) 

збігається на компактній множині ми, П) до (нормального) розв'язку нелінійного інте- 
грального рівняння (1) зі швидкістю геометричної прогресії. 

Для доведення цієї теореми достатньо показати збіжність ітераційного процесу і визна- 
чити його швидкість. Щодо твердження стосовно того, що гранична функція 0 (х) послідов- 
ності С ох) буде розв'язком нелінійного інтегрального рівняння (1), то воно випливатиме 


з теореми єдиності розв'язку. 
Перейдемо до з'ясування збіжності послідовних наближень. Розглянемо різницю 


(віт дочі)) (з х9)--1. о МО РА ЛЮВ Й І 5131) - х(п-і) 


ах), 
Й і і Злі 5-7 дю 





Для спрощення викладок позначимо ен) не) цілі), п-0,1,2...., 1, ско- 
риставшись тим, що прирости по) за метрикою простору неперервних функцій набагато 


менші самих наближень 0 (п) контуру 6, будемо мати таке співвідношення 


з якого встановлюємо нерівність 


1 й (а-1) о себлчї) щі 
сла "І 7, У; о РАСА; «| 


б. 





(р 








Ця нерівність буде підставою для ланцюжка 
(а У о і « 27р2 -ет, « рою -етз, ак са дой 29! -е9Ї, | 


який, у свою чергу, засвідчує, що оператор АС ;2) задачі для контактної поверхні є стиска- 














ючим. Наближення 0 ох), п - 0,1,2,..., збігаються до розв'язку 0 (х) рівняння (1) зі швидкіс- 
тю геометричної прогресії зі знаменником 2 ". 

Отже, в процесі доведення теореми існування розв'язку знайдено послідовність 
ІВ(и, Є (п), 2)| компактних операторів 





обі) 

котра обмежену множину (А) функцій ца) одно-однозначно проектує на компакт 

Ми"о1, П) і прямує за метрикою простору неперервних функцій на певному елементі ца) 
множини (А) до нелінійного оберненого оператора рівняння для контактної поверхні. 

Теорема 4 (стійкості). Нехай функції С (2), хе В, іс12, що описують межі поділу 

однорідних шаруватих середовищ, належать до класу Ми"о1, п). Якщо за достатньо ма- 

лого числа є » 0 поля и (2), г є В, які породжуються відповідно контурами С, У, підпо- 


рядковуються умові Іри (2)- а (2)| с 5 є, тобто вважаються близькими, то самі межі та- 


кож незначно відрізняються одна від одної в сенсі виконання умови | і (х)- С (2) з баб 
Для доведення теореми достатньо послатися на оцінку 
11 р 9-58) о Ї (2) їніс(9) Інісє) | нг (2)- (2) 
чн й Пн ор А КТ ОЗ о ія го Ен ОЗ ТО ЛЕ 
лю 5777 з Ібкіс()-2 бніс()-2 || я 
Доведення теореми стійкості завершує дослідження умов коректної розв'язності оберне- 
ної задачі логарифмічного потенціалу для контактної поверхні в комплексній площині. 
Задача поставлено коректно на компактній множині МмиеІ, П) неперервних разом з 
першими похідними функцій саме тому, що на класі ми, П) розв'язок задачі не тільки 
існує, а водночас єдиний і стійкий. 
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